


 – przyporządkowanie wszystkim liczbom naturalnym z przedziału 
lub liczbom naturalnym dodatnim elementów z pewnego ustalonego 
zbioru. W pierwszym przypadku jest to ciąg skończony, w drugim 
nieskończony.  
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Ciągi mogą mieć swój wzór. Dzięki niemu możemy obliczyć jego 
kolejne wyrazy. 
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– pozawala obliczyć kolejny wyraz ciągu, 
wykorzystując poprzedni wcześniej obliczony.  

Zadanie 1. Oblicz trzeci wyraz ciągu określonego wzorem: 
 

 
𝑎1 = 3 

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 − 6
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– pozawala obliczyć kolejny wyraz ciągu, 
wykorzystując poprzedni wcześniej obliczony.  

Zadanie 1. Oblicz trzeci wyraz ciągu określonego wzorem: 
 

 
𝑎1 = 3 

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 − 6
 

 

𝑎2 =  𝑎1 − 6 = 3 − 6 = −3 
𝑎3 = 𝑎2 − 6 = −3 − 6 = −9 



Ciąg (𝑎𝑛) nazywamy wtedy, gdy dla każdej liczby naturalnej 
n prawdziwa jest nierówność 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛. 
 
Ciąg (𝑎𝑛) nazywamy wtedy, gdy dla każdej liczby 
naturalnej n prawdziwa jest nierówność 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛. 
 
Ciąg (𝑎𝑛) nazywamy wtedy, gdy dla każdej liczby naturalnej n 
prawdziwa jest nierówność 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛. 
 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 > 0 
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Zadanie 2. Zbadać, czy ciąg nieskończony, którego wyraz ogólny ma 

postać 𝑎𝑛 = 
𝑛

2𝑛+1
, jest rosnący czy malejący.  
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Ciąg (𝑎𝑛) jest arytmetyczny, jeżeli ma co najmniej trzy wyrazy i każdy jego wyraz  
(z wyjątkiem pierwszego) powstaje poprzez dodanie do poprzedniego pewnej stałej 
liczby 𝑟 nazywaną różnicą ciągu arytmetycznego. 
 

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑟 
 

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑛 − 1 𝑟 
 

𝑆𝑛 =
𝑎1 + 𝑎𝑛

2
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Ciąg (𝑎𝑛) nazywamy geometrycznym, jeżeli ma co najmniej trzy wyrazy i każdy jego 
wyraz, z wyjątkiem pierwszego, powstaje w wyniku pomnożenia poprzedniego 
wyrazu poprzez pewną stałą liczbę 𝑞 ≠ 0. 
 

𝑎𝑛+1 =  𝑎𝑛 ∙ 𝑞 
𝑎𝑛 = 𝑎1 ∙ 𝑞

𝑛−1 
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1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
, 𝑞 ≠ 1

𝑛 ∙ 𝑎1, 𝑞 ≥ 0

 



Rozważmy ciąg określony wzorem: 
  

𝑎𝑛 = 
2𝑛

𝑛 + 1
 

Im większy n wybierzemy, tym bardziej wartości zbliżają się do liczby 2. 



Liczba g jest  nieskończonego (𝑎𝑛) – co oznaczamy lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑔 wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby dodatniej ε prawie wszystkie wyrazy ciągu (𝑎𝑛) 
znajdują się w odległości mniejszej niż ε od liczby g.  
 
Liczba g jest nieskończonego (𝑎𝑛) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej 
liczby dodatniej ε istnieje taka liczba δ, że dla każdej liczby naturalnej n większej od δ 
zachodzi nierówność | 𝑎𝑛- g |< ε.  
 
Przydatne wzory: 
 

lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 

1   𝑔𝑑𝑦 𝑎 = 1
0   𝑔𝑑𝑦 𝑎𝜖(0,1)
+∞   𝑔𝑑𝑦 𝑎 > 1

  

 
lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 1 𝑑𝑙𝑎 𝑎 ∈ 𝑅+    lim

𝑛→∞
𝑛!

𝑛
= +∞ 𝑑𝑙𝑎 𝑎 ∈ 𝑅+ 
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= 𝑒 , 𝑔𝑑𝑦 𝑎𝑛 ≠ 0 𝑜𝑟𝑎𝑧 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞ 
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𝑛
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Jeśli lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = a i lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = b, przy dodatkowym założeniu, że b≠0 i 𝑏𝑛≠0 dla 

każdej liczby naturalnej dodatniej n, to 
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( 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) = a + b 
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( 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = a − b 

lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛) = a ∙ b 

lim
𝑛→∞

(
𝑎𝑛
𝑏𝑛
) =

𝑎
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Jeśli dane są trzy ciągi nieskończone  
(𝑎𝑛), (𝑏𝑛), (𝑐𝑛), lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑐𝑛 = 𝑔  

oraz istnieje taka liczba δ, że dla każdej liczby naturalnej n > δ 
prawdziwa jest nierówność 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑐𝑛, lim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 𝑔 

 

Zadanie 3. Obliczyć granicę: 
 

lim
𝑛→∞

sin 𝑛

𝑛
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𝑛
≤
sin 𝑛

𝑛
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1
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lim
𝑛→∞

−1

𝑛
= 0 oraz lim

𝑛→∞

1

𝑛
= 0, zatem na mocy twierdzenia o trzech ciągach 

lim
𝑛→∞

sin 𝑛

𝑛
= 0 



Ciąg nieskończony (𝑎𝑛) nazywamy 
 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje taka 

liczba δ, że dla każdej liczby naturalnej n > δ zachodzi nierówność 𝑎𝑛> M.  
 
Ciąg nieskończony (𝑎𝑛) nazywamy ciągiem 

 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje taka 
liczba δ, że dla każdej liczby naturalnej n > δ zachodzi nierówność 𝑎𝑛 < M.  

lim
𝑛→∞

2𝑛 − 1 = +∞  

 
M – dowolna liczba rzeczywista 
 
2n – 1 > M 
2n > M + 1 

n > 
𝑀+1

2
 

Przyjmujemy, że δ = 
𝑀+1

2
 

Dla każdej liczby M istnieje taka liczba δ, że dla każdej liczby 
naturalnej n > δ spełniona jest nierówność 2n – 1 > M.  




