POCHODNE



http://www.matemaks.pl/

Definicja pochodnej

f(z) — f(2o) f(@o + h) — f(wo)

Lo
f(@o) = Jim h

fr(:l':[]) — lim

T—Tp T — &

[loraz réznicowy - to stosunek przyrostu wartosci funkcj1 do przyrostu argumentu funkeji.




Definicja pochodnej

f(zo +h) — f(z0)

f’(:r:g) _ lim f(z) — f(zo)

T—Tp T — &

f'(@o) = lim h

[loraz roznicowy - to stosunek przyrostu wartosci funkcj1 do przyrostu argumentu funkcji.




Definicja pochodnej
Zalozmy, ze mamy dang funkcje f(x) oraz argument xp, w otoczeniu ktérego funkcja f(x) jest okreslona.

Pochodna funkcji f(x) w punkcie ¢y oznaczamy symbolem:

f' (o)

1 defintyjemy jako granice:

f(z) — f(o) f(@o + h) — f(z0)

ff(:l':[]) — lim

I—Ig T — Iy h—0 h

f"r ($[|.) = lim




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

r—xIpn €T — ,'j_,"D




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

ff(ilt): lim f($)—f($0)_ $2+$—|—1—ﬂ?%—.’£0—1:
0 r—Iq Xr — Xy T—XTQ I — Iy




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

ff(ilt): lim f($)—f($0)_ $2+$—|—1—ﬂ?%—.’£0—1:
0 r—Iq Xr — Xy T—XTQ I — Iy

_ $2+~T—ﬂ3{2)—$[}
= lim =
r—Ip :]_’:—jj{]




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

2 2
_ r)— flx . x4+ rx+1—xf5 —x0—1
f'(z9)= lim f(@) — f(@o) = lim 0 0 —
r—Iq Xr — Xy T—XTQ I — Iy
r? +x —x2 — 20 : iEQ—I%—F-T—CEO

T—+Iq T — fB{] £L—I( €I — fEO




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

2 2
_ x)— flx _ 4+ +1—x5 —20 — 1
ff(iro): lim f( ) f( 0) — lim 0 0 —
T—Iq r — T T— T LI — T
:1:2+:13—:132—35:(} . iEQ—ﬂ'J%—I—ﬂ?—ﬂ’:g
T—+Iq T — ﬂj{] £L—I( €I — fEO




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

2 2
_ x)— flx _ 4+ +1—x5 —20 — 1
ff(iro): lim f(@) — f(zo) — lim 0 0 —
T—Iq r — T T— T LI — T
2 e 2 — 24 —x
— lim r° +x Ty ro lim 0 ; i _
_m—rmn ﬂrj—ﬂj{] o Ir— Iy J:_:EO

g Bz @)@ ta)tr-zo o @)@ dmtl)
T—I T — T T—Tq LI — Iy




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

2 2
_ r)— flx o t+arx+1—x5—x0 —1
PR (o (G S -1 _
T—Iq r — T T— T LI — T
r? +x —x2 — 20 : il?g—ﬂ'lg—l-ﬂ?—ﬂ?{)
T—+Iq T — ﬂj{] £L—I( €I — fEO

_ i @)@t tl)
r—TQ LI — Iy

:lml@—$®@+$®+$—$ﬂ

T—Tq I — I

T—Iq




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

flz) =2 +x2+1

2 2
_ r)— flx o t+arx+1—x5—x0 —1
PR (o (G S -1 _
T—Iq r — T T— T LI — T
r? +x —x2 — 20 : il?g—ﬂ'lg—l-ﬂ?—ﬂ?{)
T—+Iq T — ﬂj{] £L—I( €I — fEO

_ i @)@t tl)
r—TQ LI — Iy

:lml@—$®@+$®+$—$ﬂ

T—Tq I — I

= lim x+x29g+1 =22y +1

T—Iq




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:

g(x) =sinx




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

h) —
g/ (x0) = lim g(zo + }1 g(xo)




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

: ro+h)—g(z S h) — si
g;(xﬂ):}{% g(zo })l g9(zo) :%E}I}] sin(xg + fi sin(xo)




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

h) — g(x sin(zx — sin(:
g (z0) = lim g(xo+ h) — g(xo) — lim sin(xg + h) — sin(xg) _

h—0 h h—0 h

i 28111( .:-:.3+f21—:cn ) CDS(IQHQI—FM) _

h—0

sina — sin 8 = 2 cos




Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

g(xo+ h) — g(zg) sin(zg + h) — sin(zq)

d . — 1 o 1 —
2 sin( Zetr=Z0 ) oog( Zothtzo
o 2sin(EeHte) cos(febpEe)
| h—0 h
. Sin(maJrg—mn)CDS(maJrng:cﬂ) 1 e Sin(:ﬂnJrg—wn)cos(:caJrngmo)
h—0 h "2 h—0 %



Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

g(xo+ h) — g(xp) sin(zg + h) — sin(zq)

= lim —

g'(zo) = lim

h—0 h h—0 h
2 SiIl( To+h—xq ) CDS( xo+h+xg )
= lim 2 2 =
h—0
- gin (%o +f§ To ) coﬁ(mﬂ +F21+3:a ) . . sin fﬂn-l—g—iﬂn ) CDS('T'U +f£+ma
— lim Ly = lim .
h—0 h h—0 5
_ sin(2) 2z0+h lim S0z — q
= lim cos(=5) S =



Definicja pochodnej - zadania

Zadanie 1. Obliczy¢ z definicji pochodne nastepujacych funkcji:
g(x) =sinx

g(xo+ h) — g(zg) sin(zg + h) — sin(zq)

/ . — 1 — | —
g (o) = Jim h pm h
2 sin( Zetr=Z0 ) oog( Zothtzo
o 2sin(Ze) cos(fupte)
h—0
. sin Sﬂf}—l—g Sﬂn)co.-_)(ﬂlf}—l—g—l—ﬂlf}) 1 _ e sin $“+g_$“)coﬁ($“+g+$“
h—0 h B h—0 %
h
— bm %111(2) 808(2;':“;!1) —1 008(2%) — COS T



Wzory na pochodne wybranych funkcji

Funkcja Pochodna funkcji
fx)=c ffx)=0
fG) =" /() = nan-?
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
f(x) = log,x fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx )= —g—7




Reguty obliczania pochodnych

(FO)+9®) =f(x)+g' ()
(F)-g®) =fx)-g'E
(Fx)g(x) = f (x)g(x) + F(x)g' (x)

g(x)

(f (X))' _f'(x)gx) - f(0)g'(x)

g% (x)

(Fg)) = F'(g@)g'®




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodng funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
_oyio 1
V=T Fe)=c f@=0
FG) =n 1) = nans
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
]
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx flix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

y=2yx— 21

(fx)—g(x) =f(x)— g'(x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

€T

(fx)—g(x) =f(x)— g'(x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
=2z —1 =23 — g1
Y Y x o v f(x)=c f'x)=0
y" = 2. %:IT_% — (—1).’17_2 = \}E -+ 3312 f(x) =x" f(x)=nx"?
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fr) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
flx)=tgx fix) = cos? x
' 1
(f@)-gx) =fx)-g'@ f(x) = ctgx @ =-g5




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodng funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
y = x° CcoS T
fx)=c ffx)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
]
f(x) =loggx fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx flix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

y = x° CcoS T

(f)g(x) = f'(x)g(x) + F(x)g' (x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

y = x° CcoS T

y' = 2zxcosx + z?(—sinzr) = 2xcosr — x?sinx

(f)g(x) = f'(x)g(x) + F(x)g' (x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
f(x) = log,x fro) ==
f(x)=sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodng funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
= (22— 1)(z? —4)(2* -9
y = )( )( ) F) = c Fx)=0
flx) =x" f'(x) =nx""?
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
]
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx flix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

y = (2% —1)(z* - 4)(z* - 9)

e

= £$2 — ll£$2 —4)(2* - 9)

e

(f)g(x) = f'(x)g(x) + F(x)g' (x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
f(x) = log,x fro) ==
f(x)=sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

(F)g(x) = f ()gx) + fF(x)g' (x)




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

v =20(a* —4)(a® - 9) + (2* — D[(2* — ) (a* - 9)]' =

= 2x(z? — 4)(2? — 9) + (2% — 1)[2x(z® — 9) + (2* — 4) - 27]

(F)g(x) = f ()gx) + fF(x)g' (x)




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodng funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
y = axr+b
cr+d fx)=c ffix)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
]
f(x) =loggx fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx flix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

" f(6)g() ~ g’ ()

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

__ ax+b
¥y= cr+d

¢t alcz+d)—(ax+b)c
Yy = (cx+d)?

6(1) ) _ff)glx) - f(x)g'(x)

g(x) g% (x)

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = “osix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodng funkcji.
Funkcja Pochodna funkcji
— 5}
Yy = Cos" & fx)=c f'ix)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
f(x) =loggx fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx flix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

y = cos® x = (cos )

(F(gt)) = F(g@))g' ()

5

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

5]

y = cos’ x = (cos x)°

y" = 5(cosz)? -

(F(gt)) = F(g@))g' ()

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

5]

y = cos’ x = (cos x)°

y' = 5(cosx)t- (—sinz)

(F(gt)) = F(g@))g' ()

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

5]

y = cos’ x = (cos x)°

y' = 5(cosx)t- (—sinz)

— —5sinzcost z

(F(gt)) = F(g@))g' ()

Funkcja Pochodna funkcji
o) =c Fr(x)=0
f(x) =x" f'(x) = nx"1
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
fx) = logax fro) ==
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) = —sinx
1
f(x) =tgx f'(x) = Cosix
1
f(x) =ctgx frx)= T einZx




sin? o

1y =
J l +sinx

(F(gt)) = F(g())g )

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

Obliczanie pochodnych - zadania

(x)

();(x))’ _f')gx) - fg' )

g*(x)

Funkcja Pochodna funkcji
fx)=c ffix)=0
f(x) =x" f(x)=nx"?
f(x) =a* f'(x) =a*Ina
1
f(x) = log,x fr) ==
f(x)=sinx f'(x) =cosx
f(x)=cosx f'(x) = —sinx
1
flx) =tgx flx) = cos? x
1
f(x) =ctgx ffix)= ~enix




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

Funkcja Pochodna funkcji
sin” z F) Fr(x)=0
Yy = X)=¢C X)=
Y l +sinx B
. 2sinz -sin’ z(1 + sinx) — sin® z cos x fe) =x f'x)=nx
Yy = (1 1 sin ﬂ:)g f(x) =a* f'(x) =a*Ina
f(x) =log,x f'(x)= lniae
f(x)=sinx f'(x) =cosx
(Fat)) = Fg)g' &) = cosx f'¢)= —dnzx
fx) =tgx flx) = cos? x
f (x))’ _f')gx) - fg' ) .
(g(x) g°(x) f(x) = ctgx I =~gnz




Obliczanie pochodnych - zadania

Zadanie 2. Wyznacz pochodna funkcji.

Funkcja Pochodna funkcji
sin” z ) F(x)=0
Yy = X)=¢C X)=
J l +sinx )
. 2sinz-sin’ 2(1 +sinz) — sin’ z cos x fo) =x fix) =nx
= 1+ sinz)? f&) = a* f'(x) = a*Ina
__ 2sinx cos z(1 +sinz) — sin® z cos x £x) = log.x ) = lng'ae
(1 + sinx)? -
f(x)=sinx f'(x) =cosx
(Flg@) = F(aG))g' @ [x) = cosx [ = men
fx) =1tgx f'&) =73
f (x))’ _f')gx) - fg' ) .
(9(3?) g°(x) f(x) = ctgx frx)=—-m




Interpretacja geometryczna pochodnej




Interpretacja geometryczna pochodnej

f(zo + h) — f(zo)




Interpretacja geometryczna pochodnej

f(zo + h) — f(zo)

: _ o
lim tg o = f(20)




Interpretacja geometryczna pochodnej

Pochodna funkcji f(z) w punkcie g - to wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej do f(z) w punkcie x.

Pochodna pokazuje nam jak funkcja zmienia si¢ w danym punkcie. Dokladnie;j:
» Jesli f'(zo) > 0, to funkcja f(z) roSnie w punkcie z.
» Jesli f'(zo) = 0, to funkcja f(x) jest stala w punkcie z.
» Jesli f'(zg) < 0, to funkcja f(x) maleje w punkcie xg.




Inne oznaczenia i cosS o catkach...

Czasami mozna spotkac si¢ z innymi oznaczeniama:

df(z) . .
1. g (oznaczenie wprowadzone przez Leibniza)
T

2. f'(z) (oznaczenie wprowadzone przez Lagrange'a)

3. Df(=) (oznaczenie wprowadzone przez Cauchy'ego)

Jeshi funkcja jest dana wzorem: y = [wzor funkcji], to pochodne oznaczamy w taki sposob:

d

1. d—y (oznaczenie wprowadzone przez Leibniza)
T

2. 3y’ (oznaczenie wprowadzone przez Lagrange'a)

3. Dy (oznaczenie wprowadzone przez Cauchy'ego)




Inne oznaczenia i coS o catkach...

(2z* +5)" = 8z3

(22 +7)" = 83

(22% 4 718732649163493864876)" = 8z°
Dlatego...

f 8r3dx = 2z* + C




Dziekuje za uwage

Przypomnijcie mi 0 ankietach




