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Przypomnienie informacji ze szkoty

Cigg arytmetyczny

Cigg (a,) jest arytmetyczny, jezeli ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz (z wyjatkiem
pierwszego) powstaje poprzez dodanie do poprzedniego pewnej statej liczby r nazywana
rdznicg ciggu arytmetycznego. Wyrazy ciggu arytmetycznego spetniajg nieréwnosci:

Api1 =0 +71
oraz rownowaznie
a,=a1+n—-Dr

Zadanie
Podaj trzeci wyraz ciggu arytmetycznego i jego réznice:

a)
3, 7, 11, 15, 19, 23, ...
Odp.az =11, r =4
b)
1 2 1 0 1
) 3' 3' ) 3) ..
1 1
Odp.az = 37 =3
c)
T, 3m, 5m, 7T,

Odp.az = 5m,r =2m

Suma ciggu arytmetycznego o n wyrazach okreslona jest wzorem

a1+an
Sp=

Zadanie
Oblicz sume ciggu arytmetycznego okreslonego wzorem a,, = 5n + 3.

Rozwiqgzanie:

a;,=5-1+3=8 a, =5n+3
8+5n+3 5n+ 11 5n’+11n 5 , 11
n=— > ‘n = ) ‘nh = 2 :ETL +7Tl
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Cigg geometryczny

Cigg (a,,) nazywamy geometrycznym, jezeli ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz,
z wyjatkiem pierwszego, powstaje w wyniku pomnozenia poprzedniego wyrazu poprzez
pewng stafg liczbe g # 0. Wyrazy ciggu geometrycznego spetniajg rownos¢:

Qpy1 = Aap - gq

lub rownowazenie

Zadanie
Oblicz ilorazy ciggéw geometrycznych.

a)

1
Odp.q=§

b)
1+v2, V3++v6, 3+3V2, 3V3+3V6,..
Odp. q =2

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o ilorazie g wyraza sie wzorem:

n

1-¢q
S,={M""1—¢q
n-a,, qZO

, g%+ 1

Zadanie
Sktadniki powyzszej sumy sg wyrazami ciggu geometrycznego.

4+12+36+--+4-31
Oblicz te sume.

Rozwiqzanie
a, =4 a, =4 -31° q=—=3 n=11

1-—3 1-177 147

13 =4 — = 354 292
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Podstawowe informacje o ciggach
Sposoby definiowania ciggdw

Wzor ogdlny
Pozwala w ,fatwy” sposdb obliczy¢ kolejne wyrazy ciggu, np.

a, =2n+1 X, =21+ x c, =log,n pp=n'=1-2-..-n

Wzdr rekurencyjny

Pozwala na obliczanie wyrazéw ciggu poprzez odwotywanie sie do wczesniej obliczonych
wartosci. Musi zawiera¢ warunki poczatkowe, czyli wyrazy, do ktérych na poczatku nalezy sie
odwofta¢, np.

|_{ 1 dla n=0
T ln(n—=1)! dla n>1

Zadanie
Oblicz 5! korzystajac ze wzoru ogdlnego oraz rekurencyjnego ciggu.

Rozwiqzanie:
Wz6r ogdlny:

5/1=1-2-3-4-5=120
Wzér rekurencyjny:

5!=5.4/=5.4.31=5-4.3.21=5-4.3.2-11=5-4-3-2-1-0!
=5:4-3-2-1-1=120

Cigg skonczony i nieskonczony
Ciag (a,) jest skonczony, kiedy jego dziedzing jest podzbidr liczb naturalnych. (mozemy
policzy¢, ile wyrazéw ma ciag).

Ciag (a,) jest nieskoniczony, kiedy jego dziedzing jest zbidr liczb naturalnych.

Uwaga: Suma nieskoriczonego ciggu geometrycznego wyraza sie wzorem:

Sn=a1~

1
T—q’ gdzie |q| < 1

Zadanie

Oblicz sume nieskonczonego ciggu geometrycznego o a; = 1iilorazie g = e

Rozwiqzanie:
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Monotonicznos$¢ ciggu

Ciag (a,,) jest rosnacy, gdy a,+; > a, lub réwnowaznie dntl 1,o0ilea, # 0.

an

Zadanie
Zbadaj czy cigg okreslony wzorem a,, = n jest rosnacy.

Rozwiqzanie:
Zadajmya,,1 —a,=n+1—-n=1>0,stad a,.1 > a,, zatem jest to cigg rosnacy.

Ciag (a,) jest malejacy, gdy a,,41 < a, lub réwnowaznie nti 2 1, 0ile a, # 0.

an
Zadanie

Zbadaj czy cigg okreslony wzorem a,, = % jest malejacy.

Rozwiqzanie:

1
+1

n—(n-1) _ 1
n(n+1) _-n(n+1)

. 1 . .
Rozwaimy a,, 1 — a, = - = <0, stad a, 41 < a, zatem jest to ciag

3

malejacy.

Ograniczono$¢ ciggu
Ciag (a,,) jest ograniczony, kiedy istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia taka, ze:

la,| <M & -M <a, <M.
Uwagi:

1) Mdwmy, ze cigg jest ograniczony, kiedy jest ograniczony z géry i z dotu.

2) Ciag moze byc¢ ograniczony tylko z géry albo tylko z dotu, np. a,, = n jest ograniczony
z dotu przez 0 a z gory nie jest ograniczony, bo nie ma najwiekszej liczby rzeczywistej,

3) Jezeli ciag jest ograniczony, ale ograniczenie gérne M, i dolne M, s rozne, to liczbeg
M wybieramy tak, aby max(|Mg|, |Md|), gdzie max oznacza wiekszg z liczb.

4) Ograniczenie nie zawsze musi by¢ najmniejsze z mozliwych.

Przyktad:
Cigg a,, = sinn! jest ograniczony z dotu przez —1 a z géry przez 1, zatem M = 1, wobec tego
|sinn!| < 1.

Zadanie

2n+3

Podaj ograniczenie ciggu okreslonego wzorem a,, = —
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Rozwiqzanie:
Przeksztatémy iloraz

_2n+3_2n+ 3 14 3
o T T 2n
Zauwazmy, ze a, =1 poniewaz sume 1+% zmniejszymy, gdy zabierzemy” jeden z

sktadnikéw (w tym wypadku %, bo organicznie ma by¢ liczbg).

Wartos$¢ utamka zwiekszymy, gdy zwiekszymy jego zwiekszymy jego licznik, wéwczas

3 3n 3

— < —=—

2n 2n 2
zateman=1+%<1+%=§.

taczac te dwa fakty otrzymujemy 1 <a, < ;, wobec czego ciag (a,) jest ograniczony.
5

Gdybysmy chcieli poda¢ M zgodnie z definicjg ograniczonosci, to wybieramy max(l,%) =3
Definicja granicy ciggu
Definicja ciggu — rozumowanie intuicyjne
Rozwazmy ciagg okreslony wzorem
2n
a, =
" n+1

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazéw tego ciggu (zamiescimy je w tabeli)

n 1 2 3 4 100 1000 100 000
4 2 4 6 8 200 2000 200000
" 2 3 4 5 101 1001 100 001

Zobrazujemy jeszcze, wykres tego ciggu.
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Jak widzimy, im wieksze n wezmiemy, to wartosci ciggu (a,,) zblizaja sie do liczby 2.

i

Definicja formalna granicy
Liczbe g nazywamy granica ciagu (a,), jezeli dla kazdej liczby dodatniej £ istnieje taka liczba
naturalna n,, ze dla dowolnego n > n, jest spetniona nieréwnosc:

|an - gl <&
W jezyku kwantyfikatoréw, mozemy zapisaé definicje granicy krdcej, tzn.
Veso Elno Visn, lan—gl <&
Rozwigzujac warunek |a,, — g| < € otrzymamy, ze:

a, < g+€ia,>g—-=¢

n

Rozwazmy cigg a,, = ( n) . Jego wykres prezentuje sie nastepujaco.

0.5

Oznacza to, ze od pewnego miejsce n,, roznica miedzy wartoscig ciggu a jego granica jest
bardzo mata. W tym przypadku ny, = 6.

Wzory i metody obliczania granic ciggdw

Wzory, ktére warto znac
1 gdya=1
a) lima®=<5 0 gdyac€(0,1)
e +0o0 gdya>1

b)
limYa =1dlaa € R*
n—>oo
c)
lim Vn! = 40
n—>oco
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d)
an
lim (1+—) =e oilea, # 0oraz lim a, = ©
n—->oo an n—->0oo

e) (szczegblny przypadek wzoru powyzej)
n

1
lim (1 + —) =e
n—oo n

Wtasnosci granic skonczonych
Jezeli lim a,, = a oraz lim b,, = b woéwczas prawdziwe sg rownosci:

n—oo n—oo
1)
lim(a,+b,) =athb
n—-oo
2)
lim(a,-b,) =a-b
n—oo
3)

a
lim (a, - b,) =—oileb #0
n—-oo b

Twierdzenie o trzech ciggach (twierdzenie kanapkowe)
Niech dane beda trzy ciagi (a,), (b,), (¢,) liczb rzeczywistych (ciagi o wartosciach w zbiorze
liczb rzeczywistych) takimi, ze:

1) dla pewnego ny zachodzi nieréwnos¢ a,, < b,, < ¢,
2) lima, =limc, =g,
n—oo n—oo
to lim b, =g.
n—oo

Uwaga:
Nazwa ,twierdzenie kanapkowe” wzieta sie z tego, ze kanapka sktada sie z: pieczywa, obkfadu
(np. sera) i pieczywa.

Przyktad
Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdélnym b,, = V3™ + 5% + 77,

. ya . n
Musimy znalez¢é oszacowanie V3™ + 5™ + 77,

Suma pod pierwiastkiem bedzie wieksza, gdy zamiast dodawa¢ 3™ + 5™ dodamy 7™ + 7",
zatem mozemy napisac¢ nierdwnos¢:

V3n45n 47 < N7 47+ 7 =370 =713
Suma pod pierwiastkiem bedzie mniejsza, gdy pominiemy sktadniki 3™ 4+ 5™, czyli
Warsztaty z analizy matematycznej dla studentdw pierwszego roku
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V7 < V34547
taczac te fakty mamy:
7< V3n45n47n<7.43

Wobec tego a,, = 7 stad wynika, ze lim 7 = 7, analogicznie dla oszacowania gérnego mamy:

n—-oo

c,=7-3orazlim7-VY3=7-1=7.

n—->o0o
Obliczylismy, ze lim a, = lim ¢, =7, zatem na mocy twierdzenia o trzech ciggach
n—->oo n—->oo

lim b, = lim V3" + 57 + 70 = 7,

n—-oo n—oo

Ponizej prezentujemy wykresy odpowiednich ciggdw, aby zobrazowac dziatanie powyzszego
twierdzenia.

10 L Cp
[ ]
9 @
[ ]
L]
L ]
8 o L]
@
Q
1 oa, e ° 'S ® ® ® 8 e

Jak widzimy, ciag b,, jest ograniczony przez (a,) oraz (c,). Dodatkowo granice ciggéw
(ay), (by), (cy) sa sobie réwne.

Twierdzenie o ciggu zbieznym do zera i ograniczonym
Jezeli cigga (a,,) jest zbiezny do zera oraz cigg (b,,) jest ograniczony, to lim (a,, - b,) = 0.
n-—-oo

Przykfad

sinn

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogélnym a,, =

Zbiorem wartosci funkcji sinus jest przedziat [—1, 1], czyli jest ona ograniczona. Ciag % jest

zbiezny do zera. Na mocy twierdzenia o ciggu zbieznym do zera i ograniczonym mamy, ze:
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n—oo n

Zadania

Proste granice ciggow

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

i 5n% —7n
nl_r& 3n2+9n -5
i 7n3 —4n
nl_r& 3n + 5n3

. 8n° —3n
oo 1112

. 1+4+4+74+-+Bn-2)
lim

n—oo nZ

L@t
o (n— 1)! - (n+ 2)!

4.3l 4240
711_1)’1(;10 5.2n+4n+2

|54 10m
now2- 11" + 5 - 77

limvn+1—+/n
n—-oo

_ 4+n%2—n
lim —————

N

Granice z liczbg e
Obliczyé nastepujace granice ciggdw:

a)

b)

n

I (1+ 1)
nl—rélo 2n

sinn

i

i
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Twierdzenie o trzech ciggach
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach, oblicz nastepujace granice:

a)
Am’hon +9n 4 gn
b)
lim N2 3"+ 4.7
c)
O 360
n-o |5 \2) 3 \4 8
d)
lim V3 +sinn

Twierdzenie o ciggu zbieznym do zera i ograniczonym
Korzystajac z twierdzenia o ciggu zbieznym do zera i ograniczonym oblicz granice:

a)

7li_r)glonz n 1-sin(3n+ 1)
b)
1+2+-+n

im - cos(n!
n—o n3+1 ()
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